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 В современном мире экономики всех стран взаимозависимы. 
Разработана модель динамического стохастического общего рав-
новесия нескольких стран, которая является развитием модели 
двух стран  Obstfeld&Rogoff (2001) и ее вариантов. В каждой стра-
не потребляются отечественные и иностранные товары. Жесткость 
цен моделируется применением подхода Calvo. Оценка модели и 
анализ влияния внутренних и внешних шоков выполнены для эко-
номики Казахстана и его основных торговых партнеров.  

Ключевые слова: открытая экономика, модель нескольких ст-
ран, динамическое равновесие, стохастическая модель, монетар-
ная политика, макроэкономические шоки. 
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Multiple regions dynamic 
stochastic general equilibrium 

model 
 

 In today's world there is interdependency between all economies. 
We have developed multiple regions dynamic stochastic general 
equilibrium model, which is the development of a model of two 
countries (Obstfeld & Rogoff, 2001) and its subsequent variants. In each 
country domestic and foreign goods are consumed. Price rigidity is 
modeled by applying the Calvo pricing. Model evaluation and analysis 
of the impact of internal and external shocks is carried out for the 
economy of Kazakhstan and its major trading partners. 

Key words: open economy, model of several countries, dynamic 
equilibrium, stochastic model, monetary policy, macroeconomic 
shocks. 
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Бірнеше ел үшін динамика-
лы стохастикалық  

жалпы тепе-теңдік моделі 
 

 Қазіргі заманда барлық елдердің экономикалары өзара байла-
нысты. Мақалада жалпытеңдіктің динамикалық стохастикалық бір-
неше елдердің моделі құрылған. Ол Obstfeld&Rogoff (2001) екі ре-
гиондық моделі және оның басқа варианттарының дамуы болып 
табылады. Бағалардың тұрақтылығы Calvo әдісімен модельге енгі-
зілген. Қазақстан экономикасы және оның сауда серіктестері үшін 
модельді бағалауы және ішкі мен сыртқы талдырмалар ықпалда-
рының талдауы жүргізілген.  

Түйін сөздер: ашық экономика, бірнеше ел моделі, динамика-
лық тепе-теңдік, стохастикалық модель, монетарлық саясат, мак-
роэкономикалық шоктар. 
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Глобализация ведет к усилению взаимозависимости эко-
номического развития всех стран. В частности, все экономи-
ки подвержены влиянию колебаний цены нефти, как ее им-
портеры, так и экспортеры. В настоящей статье представле-
на модель динамического стохастического общего равнове-
сия нескольких стран, которая является развитием модели 
для двух стран Obstfeld M. аnd Rogoff K. (2001), Gorsetti C. 
аnd Pezenty P.  (2001) и последующих статей Kolasa M. 
(2008), Gunter U. (2009), Smets F. And Wouters R. (2002) [1-5]. 
В каждой стране потребляются отечественные и иностран-
ные товары. Для производства фирмы используют труд. Но-
минальная жесткость цен моделируется с использованием 
механизма Кальво.   

Основу теории динамических стохастических моделей 
общего равновесия (DSGE) заложили в 1982 г. Kydland F.E., 
Prescott E.C. [6], предложившие использовать их для изуче-
ния деловых циклов. Они основаны на микроэкономическом 
анализе агентов, оптимизирующих свое поведение в усло-
виях гибких цен. Гибкость цен оставляет возможность толь-
ко для реальных величин вызывать колебания в экономике. 
Это могут быть технологические шоки или резкие измене-
ния государственных расходов.  

Затем динамические модели общего равновесия со сто-
хастическими шоками были усовершенствованы. В модели 
были включены элементы кейнсианского подхода, содержа-
щие в себе номинальные жесткости. В работе Calvo G. 
(1983) был предложен механизм формирования цен как оп-
ределенный стохастический процесс принятия решений фир-
мами об изменении цены или ее сохранении на прежнем 
уровне [7]. Такие модели получили название новых кей-
нсианских DSGE моделей. В них учитываются микроэконо-
мические основы принятия решений домохозяйствами, опти-
мизационное поведение монополистически конкурентных 
фирм и регулирующие функции государства. Благодаря но-
минальной жесткости цен и заработной платы достигается 
требуемое соответствие результатов расчетов по модели с 
реальными данными краткосрочных макроэкономических 
колебаний в экономике.  

МОДЕЛЬ  
ДИНАМИЧЕСКОГО 

СТОХАСТИЧЕСКОГО 
ОБЩЕГО  

РАВНОВЕСИЯ  
НЕСКОЛЬКИХ СТРАН 



Вестник КазНУ. Серия экономическая. №1 (107). 201528

Модель динамического стохастического общего равновесия нескольких стран

 Принципиальное преимущество моделей ди-
намического стохастического общего равновесия 
состоит в том, что они не попадают под критику 
Лукаса [8], которая применима ко  всем экономет-
рическим моделям. Так, например, часто приме-
няемые метод векторной авторегрессии и модель 
коррекции ошибок, хотя иногда оказываются по-
лезными, имеют существенные недостатки [9]. В 
них не учитываются инфляционные ожидания, 
которые играют важнейшую роль в поведении 
агентов.  

Среди наиболее известных моделей, создан-
ных за последние два десятилетия и предназна-
ченных для анализа политики и прогнозирова-
ния, можно назвать разработки центральных 
банков  Европы [10], развивающихся стран [11]. 
Другие модели DSGE представлены в работах 
[12], [13]. 

Модель. В каждой стране потребляются оте-
чественные и иностранные товары. Для произво-
дства фирмы используют труд. Номинальная 
жесткость цен моделируется с использованием 
механизма Кальво. Считается, что население ми-
ра состоит из континуума бесконечно долго жи-
вущих домохозяйств, проиндексированных через 
� � �0, 1�. Домохозяйства в каждой стране имеют 
одинаковые предпочтения. В мире есть k стран.  
В стране �  домохозяйства проиндексированы 
как � � ��  . Множества Jk, k = 1, 2, …, K, не пере-
секаются и покрывают всю совокупность домо-
хозяйств. Через �� обозначим меру множества 
Jk, которая отражает численность населения ст-
раны k. 

Потребление. В стране k композитный ин-
декс потребления определяется в предположе-
нии, что все товары торгуемые и торговые изде-
ржки игнорируются: 

 

�� = �∑ ��
�
����� ���

���
� �

�
���

                (1) 

 
где ��� – композитный индекс потребления то-
варов в стране �, произведенных в стране �,  

μ – параметр, отражающий эластичность за-
мещения между различными наборами товаров.  

Представительное домохозяйство максими-
зирует �� при ограничении 

 
∑ ������� ��� =  ����,                    (2) 

 
 

где ���  – индекс цен товаров из страны � в валю-
те страны k, 

�� – индекс цен всех товаров, потребляемых 
в стране k. Запишем необходимое условие для 
задачи максимизации (1) при  ограничении (2), 
и после преобразований получим, что в пределе 
по �, стремящемся к 1, композитный индекс 
потребления товаров в стране �, произведенных 
в стране �, 

 

С� =  ∏ ���
��

����
���� =  ���

����� 
��� ���

��

��
�� ��

�� � ��
��.                  (3) 

 
а индекс потребительских цен в стране � равен 

 

�� = � ���
��.                            (4)

�

���
 

 
Теперь, подставив выражение (4) в равенс-

тво (3), найдем формулу для индекса потребле-
ния товаров из страны � в стране k: 

 
��� =  �� ����

��
�

��
��,    �, � = 1, � , �.         (�) 

 
Здесь и везде далее индекс периода t опус-

кается, если это несущественно. Индекс потреб-
ления товаров в стране k, произведенных в стра-
не l, равен: 

 

��� =  �� 1
��

�
�
 
���(�) ��

 ��
�

�
 

 ��

.         (6) 

 

где ��(�) – потребление товара i в стране k. 
Представительное домохозяйство максимизи-
рует ��� по ��(�),i��� при условии 
 

������ =  � ��(�)��(�)��,
��

                (7) 

 
где ��(�) – цена товара i в стране k, а ��� – ин-
декс цен товаров из страны l в стране k. Усло-
вие оптимальности первого порядка после 
преобразований приводит к формуле  

 
 

��(�) =  1
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���(�)
���

�
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���                (8) 
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для i = �� ,k, l = 1, 2, …, K. Мировое потребление 
товара i, следуя Obstfeld M. & Rogoff K. [1],  за-
пишем в виде  

��(�) =  � ����

�

���
(�).        

Учтем что ��(�) =  ℇ�� ��(�), ��� = ℇ�� ���, 
�� = ℇ�� ��, где ℇ�� – номинальный обменный 
курс стран k и l, количество денежных единиц 
страны k за денежную единицу страны l. Тогда   

 

��(�) = ���(�)
���

�
� 

����
��

�
��

��.            (9) 

 
Для товара I � ��, произведенного в стране l. 

Здесь �� – глобальный индекс потребления 
всех товаров. 

Домохозяйства. В стране k представитель-
ное домохозяйство имеет дисконтированную 
полезность

 

��� =  �� �� ����
�

���
� С��

���

1 − � + ��
1 − � ����

���
�

���
− �

���
���

1 + ���,                            (1�) 
 
где ��� – реальное потребление,  ���

���
 – реальные 

денежные остатки,  ��� – индекс потребительс-
ких цен в стране k,  ��� – это затраты труда в пе-
риоде времени s. Параметр �, � � � � 1, предс-
тавляет собой межвременной дисконтный фак-
тор, параметры �, �, � определяют эластичности 

функции полезности по соответствующим пере-
менным.  

Представительное домохозяйство (i) макси-
мизирует полезность (10) при бюджетных огра-
ничениях

 
 

������ + ��� + ��� + ������ � ������ + (1 + �����)����� + ����� + П��.             (11) 
 
 
Здесь для страны k и периода t обозначены: 

��� – номинальная заработная плата на совер-
шенном рынке труда, одинаковая для всех до-
мохозяйств, ����� – номинальная процентная 
ставка для временного интервала от t-1 до t для 
безрисковых однопериодных негосударствен-
ных облигаций ����� в отечественной валюте. 
Деньги ��� не дают номинального дохода. 

П�� – прибыль представительного домохозяйст-
ва, � – реальные неискажающие аккордные на-
логи. Индекс домохозяйства � � �� опущен для 
упрощения записи. 

Используя функцию Лагранжа для задачи 
максимизации дисконтированной полезности 
домохозяйства (10) при ограничениях (11), по-
лучим условия оптимальности: 

 

���
��

���
=  �(1 + ���)�� ������

��

�����
�,    �

���
�

���
�� =  ���

���
 ,   

� ����
���

���

���
�� =  ���

1 +  ���
.                         (12) 

 
 
Условия (12) справедливы для каждой стра-

ны k = 1,…,K.   
Фирмы. Предполагается, что каждое домо-

хозяйство является также производителем това-
ра i ∈ J�. Товары считаются диверсифицирован-
ными, следовательно, каждая такая фирма обла-
дает рыночной властью. В простом варианте 
выпуск каждой фирмы i ∈ J� определяется 
производственной функцией ���(�) =
 ������(�). Величина A�� задает влияние шока 

производительности. Допускается, что по раз-
ным странам эти величины могут быть коррели-
рованными.  

Поведение ��� описывается авторегрессион-
ным процессом ����� =  ���������� +
����,    ���� �  �. �. �. ��, ���� �. Поскольку товары 
предполагаются диверсифицированными, фир-
ма может в определенных пределах менять цену 
своего товара, т.е. имеет место монополисти-
ческая конкуренция. Рынки труда в странах 
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изолированные. Фирмы нанимают труд в своей 
стране. Для производственной функции при-
быль фирмы П��(�) =  ���(�)���(�) −
 ������(�). Величина ���� =  ���

������(�) представ-
ляют собой реальные предельные издержки 
фирмы. Оптимальный объем производства то-
вара i � �� определяется из условия максимиза-
ции П��(�) по ���(�). Рассмотрим случай гибких 
цен, т.е. все фирмы в каждом периоде t опти-
мальным образом подстраивают свои цены. 
Тогда все производители устанавливают одина-
ковые цены, ���(�) =  ���. Так как только фирма  
 

� производит данный товар, то в равновесии 
объем производства должен быть равен величи-
не мирового спроса на него, т. е. ���(�) =
 ���(�). Получим, что реальные предельные из-
держки производства в случае гибких цен оди-
наковы для всех производителей по всем стра-
нам: ��� =  ���

� , где � – эластичность спроса на 
товар по цене. 

Равновесие при гибких ценах. Условие очи-
щения рынка товара i заключается в равенстве 
предложения этого товара объему суммарного 
спроса по всем странам: 

 

���(�) =  � �����(�)
�

���
,             � � ��, � = 1, � , �.  

 
Считается, что потребление распределено 

по странам пропорционально численности насе-
ления. Через ���� обозначим условие торговли 
между странами k и l. Предполагается, что пра-
вительство поддерживает бездефицитный госу-
дарственный бюджет, т.е. ��� =  ����� −
 ������. Каждая страна потребляет в точности 
свой реальный доход. Отсюда следует 

 

��� =  �������
∏ ����

������
=  � ����

��
�

���
���          (13) 

 
Используя производственную функцию, 

можно вычислить равновесный выпуск при гиб-
ких ценах. 
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���
����

��
��� �� − 1

� �
�

��� � �����

�������
��� �     (1�)

�

���
 

 
Он зависит положительно от общей произ-

водительности и отрицательно от условий тор-
говли страны с другими странами, т. к. �� < 1. 

Динамическая кривая IS. Пусть теперь в до-
полнение к монополистической конкуренции 
присутствует номинальная жесткость цен. Так, 
как это сделано во многих работах по динами-
ческому стохастическому равновесию, исполь-
зуется механизм установления цен, предложен-
ный Calvo (1983). Для страны k в первое урав-
нение Эйлера (15) подставим реальное потреб-
ление ��� из уравнения (20): 

 

������
�������

��
�

���
=  �(1 + ���)����� � 1

�����
��������

��� ������
��

�

���
�. 

 
В устойчивом состоянии экономики обозначим 

через ��� выпуск, через ���� –  условия торговли ст-
раны k со страной l, ��� – номинальную процентную 
ставку, ��� − индекс цен товаров в стране k. Запи-
шем также уравнение для устойчивого состояния 
экономики и найдем отношение левых и правых 
частей этих двух уравне-ний. Затем выполним лог-

линеризацию этого уравнения. Прологарифмируем 
его обе части. Обозначим: ���� =  �� ����, ��� =
�� ���, ���� = �� ����, ��� = �� ���, ��� = �� ���  , ��� =
 �� ���. Заметим, что разность ����� =  ����� − ��� 
представляет собой темп инфляции в периоде t+1. 
Используя свойства логарифмов, получим уравне-
ние: 

 

���� =  ���������� +  1
� �������� − ��̂�� −  � ����

�

���
���������, � = 1, , , , �.                       (1�) 
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Это уравнение динамической кривой IS. 

Оно задает совокупный спрос в стране k. В пе-
риоде t совокупный спрос возрастет, если ожи-
даемый выпуск в периоде t+1 окажется выше 
его устойчивого состояния. Ожидание роста 
инфляции также повысит текущий спрос на оте-
чественные товары. А ожидаемое улучшение 
условий торговли с остальными странам, т.е. 
положительное значение � ������ приведет к 

снижению текущего совокупного спроса, пос-
кольку цены импортных товаров станут относи-
тельно выше цен отечественных товаров.  

Неокейнсианская кривая Филлипса. В соот-
ветствии с механизмом коррекции цен Calvo [7]  
производитель i меняет цену в каждом периоде 
с вероятностью 1 − �, максимизируя ожи-
даемую прибыль по цене P�(i): 

 
 

�� �� �������� ����

���
�

���

���
����(�)

����
���(�) −  �������(�)��. 

 
Здесь ���� ����

���
�

��
 – стохастический дис-

контный фактор, который представляет собой 
предельную норму замещения глобального пот-
ребления между периодами s и t, ���� – пре-

дельные издержки производства в стране k пе-
риода s. С вероятностью ���� цена производи-
теля в периоде � � � остается равной ���(�),  
i���. Путем преобразований получим уравнение 

 

���� =  ����������� +  (1 − θβ)(1 − θ)
θ ��� �.                                              (16) 

 
Это неокейнсианская кривая Филлипса для 

страны k. Здесь ��� � =  ��� −  ���� . Обратим 
внимание на различия в определении темпа 
инфляции в уравнении Филлипса и в уравнении 
динамической кривой IS. Темп инфляции ��� 
определяется по индексу потребительских цен, 
а в уравнении (16) ���� представляет темп инф-
ляции по ценам товаров, производимых в стра-

не k.  
Перейдем к отклонениям выпуска при жест-

ких ценах от выпуска при гибких ценах: 
��� =  ���� −  �����. Перепишем уравнение (15) ди-
намической кривой IS, используя отклонение 
выпуска при жестких ценах от выпуска при гиб-
ких ценах: 

 

��� =  ��������� +  1
� (���������� −  ��̂�) +  � + 1

� + � ���������� + �(1 − �)
�(� + �) � �������������

�

���
.           (17) 

 
А также уравнение (16) неоклассической кривой Филлипса: 
 

���� =  ����������� +  (1 − ��)(1 − �)
� (� + �)�� +  ���,                         (18) 

 
где ��� есть авторегрессионный процесс ��� =
 �������� +  ���,       ������� ��, ���� �. Для исклю-
че- 

ния валютных спекуляций должны выполняться 
условия непокрытого процентного арбитража: 

 

1 + ��� =  (1 + ���) ���ℇ������
ℇ���

, � � �. 
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Применяя лог-линеаризацию с учетом условий торговли, получим уравнение: 
 

����� = ��̂��� −  ��̂��� �  ���� −  ����,    � � �.                                   ����   
 
Заметим, что ����� =  −�����, а также связь 

между приращениями логарифмов условий тор-
говли между странами ����� =  ����� −
 �����.  Следовательно, независимых ����� всего 
K-1, например, �����,    l=2, …, К. Остальные ве-
личины ����� выражаются через них.  

К уравнениям (17)-(19) следует добавить 
уравнения, определяющие движения процент-
ных ставок. Согласно правилу монетарной по-
литики Тейлора [14], процентные ставки 
устанавливаются центральными банками в 
соответствии с формулой следующего вида: 

 
 

��� =  ������� �  ������ �  �����̂��� �  ���,      � = �, � , �.                          ��0� 
 
Предполагается, что динамика ��� опреде-

ляется экзогенно авторегрессионным процессом 
первого порядка  

 
��� =  ������� �  ����,�������� �0, ���� �. 

 
Таким образом, модель К стран описывается 

4К-1 уравнениями (17)-(20) и содержит столько 
же переменных, если учесть связи (19) между 
приращениями логарифмов условий торговли.  
Статистические данные для построения модели 
динамического стохастического равновесия для 
трех стран были собраны по данным IFS Меж-
дународного валютного фонда, Всемирного 
Банка, Агентства РК по статистике, Националь-
ного банка РК [15 -18].  

Модель динамического стохастического об-
щего равновесия трех стран.  

Разработанную модель нескольких стран 
конкретизируем для трех стран (регионов). Мо-
дель оценивалась по статистическим данным 
Казахстана (страна H), России (cтрана F), Евро-
пейский союз (страна G) Международного ва-
лютного фонда, Всемирного Банка, Агентства 
РК по статистике, Национального банка РК. В 
частности, пропорционально численности насе-
ления  приняты значения  

 
�� = 0.0�,   �� = 0.��,    �� = 0.75. 

 
Действительно, Казахстан является относи-

тельно малой страной. На рисунках 1-2 показа-
но, как на шоки в каждой стране реагируют 
макроэкономические показатели в этой стране и 
в остальных странах. Технологический шока в 
стране H первоначально снижает выпуск в са-
мой стране H и увеличивает выпуск в странах F 
и G (рис. 1).  

Такое же воздействие оказывается и на тем-
пы инфляции. Процентная ставка в стране H 
уменьшается, а в странах F и G возрастает. Од-
нако, заметим, что влияние этого шока в стра-
нах F и G на три порядка слабее, чем в стране 
H. Ситуация аналогична в случае технологичес-
кого шока в стране F. Но масштабы другие. 
Влияние технологического шока на макроэко-
номические показатели в стране F и в стране H 
одного порядка, а в стране G на три порядка 
слабее. 

Как показано на рисунке 2, графики реаги-
рования макроэкономических показателей на 
технологический  шок  в  стране G  подобны 
графикам функций импульсной отдачи при шо-
ках в странах H и F, но в отличие от них оклики 
во всех трех странах одного порядка. Здесь 
проявляется размер страны G относительно ст-
ран H и F. 

Влияние шока издержек производства также 
можно представить на рисунках. В стране, в ко-
торой такой шок произошел, возникает спад 
производства, повышаются инфляция и проце-
нтная ставка, а в остальных странах также наб-
людается спад производства и снижение инфля-
ции и процентной ставки. Но последствия шока 
издержек производства в стране H на четыре 
порядка слабее в странах F и G, чем в самой ст-
ране H. Последствия такого шока в стране F для 
страны H и страны F  одного порядка, однако, 
они на четыре порядка слабее для страны G. 

А шок издержек производства в стране G 
для стран H и F на три порядка слабее, чем для 
самой страны G. Здесь заметны отличия пос-
ледствий шока издержек производства от пос-
ледствий технологического шока. Он сущест-
венно слабее передается в другие страны по 
сравнению с технологическим шоком.  
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Рисунок 1 – Влияние технологического шока в стране H 

 
Примечание: xH, xF, xG – отклонения выпуска при жестких ценах от вы-

пуска при гибких ценах в логарифмах, piH, piF, piG – темпы инфляции по ин-
дексу цен производителей, iH, iF, iG – отклонения процентной ставки от ее 
значения в устойчивом состоянии для стран H, F, G соответственно. 

 
 

 
 

Рисунок 2 – Влияние технологического шока в стране G 
 

Примечание:  xH, xF, xG – отклонения выпуска при жестких ценах от 
выпуска при гибких ценах в логарифмах,  piH, piF, piG – темпы инфляции 
по индексу цен производителей, iH, iF, iG – отклонения процентной став-
ки от ее значения в устойчивом состоянии для стран H, F, G  соответст-
венно. 
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Монетарный шок ведет с сокращению вы-

пуска, снижению инфляции и процентной став-
ки как в самой стране, так и в других странах. 
Но в этих других странах последствия в три-че-
тыре раза слабее, чем в стране происхождения 
шока.  

 
Заключение 
 
В статье представлена модель динамическо-

го стохастического равновесия для нескольких 
стран с кратким математическим обоснованием. 
Данная модель оценена для случая трех стран 
(регионов) по статистическим данным Казах-
стана, России и Европейского союза за 1995-
2012 годы. Использовались данные IFS Между-

народного валютного фонда, Всемирного Бан-
ка, Агентства РК по статистике, Национального 
банка РК. Часть параметров модели оценива-
лась байесовским подходом с использованием 
алгоритма Метрополиса-Хастинга. Выполнена 
симуляция модели по различным вариантам 
макроэкономической политики этих стран. 
Рассматривалось влияние технологических шо-
ков, шоков издержек производства, монетарных 
шоков в стране и в других странах на динамику 
макроэкономических переменных. Величины 
откликов на шоки существенно зависят от отно-
сительных размеров стран. Модель может раз-
виваться в различных направлениях. В частнос-
ти, можно учесть влияние производства и экс-
порта нефти на экономику страны. 
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